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알고리즘 : 문제해결을 위한 일련의 방법론들의 순차적 집합

문제: 라면을 먹으려면?
 #1. 물을 끓인다.
 #2. 면과 스프를 넣음.
 #3. 기다림

➡ 알고리즘}

- 문제정의(Problem Definition)
- 알고리즘기술(Description)
- *증명(Solution Proof)
- *성능분석(Performance Analysis)

알고리즘의 정의와 표현을 위한 요소

컴퓨터의 등장 ➡ 알고리즘은 매우 중요해짐  

- 비교적 단순한 신호 (Bit: 0 or 1)
- 기본 단위논리 집합으로 연산표현이 가능 (Logic gates; e.g., and, or, etc.)

컴퓨터와 알고리즘



문제난이도와 계산복잡도 이론

복잡한 회로 = 게이트 수: 많음
        = 오래걸림 = 알고리즘 성능: Low

간단한 회로 = 게이트 수: 적음
        = 금방걸림 = 알고리즘 성능: High

VS

문제 사이즈의 증가 대비 요구되는 *게이트 수의 증가비율
(e.g., 지수함수적 증가 ⇨ 어려움 / 다항함수적 증가 ⇨ 쉬움)

*최근에는 게이트의 레이어 수(회로깊이) 등의 기준을 사용

회로복잡도(Circuit complexity) 혹은 게이트복잡도(Gate complexity)



문제난이도와 계산복잡도 이론

문제정보를 자주 확인 = 오라클을 자주 호출
        = 오래걸림 = 알고리즘 성능: Low

VS

문제 사이즈의 증가 대비 요구되는 *오라클 연산 호출의 증가비율
(e.g., 지수함수적 증가 ⇨ 어려움 / 다항함수적 증가 ⇨ 쉬움)

문제정보를 자주 확인 = 오라클을 자주 호출
        = 오래걸림 = 알고리즘 성능: Low
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질의복잡도(Query complexity) 또는 샘플복잡도(Sample complexity)



양자알고리즘 속도향상 및 물리기작 증명

N ! p1 ⇥ p2

p1 ⇥ p2 ! N

양자 소인수분해 알고리즘

양자 퓨리에 변환
양자병렬성 극대화
O(en)→O(n)

양자 데이터검색 알고리즘

양자오라클
Amplitude Amplification
O(N)→O(Sqrt(N))

*양자선형 알고리즘(HHL)
Ax=b with A∈ℝN×N and x, b∈ℝN

양자중첩샘플
해밀토니안 시뮬레이션
O(N) →O(Log(N))



For a system of linear equations Ax=b with A∈ℝN×N and x,b∈ℝN:

• Quantum linear system algorithm, known as ‘HHL’ after the three main authors Harrow, 
Hassidim, and Lloyd, promises to solve the problem in O(log(N)!2s2/"), where: 
- ! is the ratio of the largest and the smallest eigenvalues; 
- s is the sparsity; 
- " is the precision (degree of error).

• Standard classical methods (based QR-factorization) exhibit O(N3); the best algorithm 
has a runtime of ≃O(N2.3). [D. Coppersmith and S. Winograd, Journal of symbolic computation 9, 251 (1990)]

[A. W. Harrow, A. Hassidim, and S. Lloyd, Phys. Rev. Lett. 103,150502 (2009)]

(고전)

(양자)

양자 선형알고리즘 (HHL)



알고리즘과 속도향상: 양자병렬성

VS
한번에 하나씩…

→ *양자병렬성(Quantum Parallelism)

중첩으로 여러개를 한번에…

…

0001100101

0101001100

0111010110

f (0001100101)

f (0101001100)

f (0111010110)

고전병렬성(Classical Parallelism)
≠





양자머신러닝 연구분야 시작

• 양자정보/컴퓨팅 

             → 새로운 양자알고리즘 개발에의 난항: 고전 수리/논리적 접근방식에의 한계
             → 하드웨어 플랫폼: 고품질의 큐빗 생성/제어/측정 기술 개발은 여전히 요원
             → 양자정보에의 전반적인 연구 트렌드의 변화

*양자머신러닝(Quantum Machine Learning;QML)
 - 양자컴퓨팅 연구/개발에의 새로운 모멘텀 부여
 - 기반이론 확장을 통한 원리적 측면에서의 기술향상 가능성 제시
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양자계산학습이론

양자머신러닝 연구의 시작



Associated problems 
* Classification: Assign a category to each data. 
* Regression: Predict a real value for each data. 
* Ranking: Order data according to some criterion. 
* Clustering: Partition data into homogeneous regions.

Learning scenarios & strategies 
* Supervised learning: receives the labeled examples as training sample. 
* Un-supervised learning: receives the unlabeled examples as training sample. 
* Semi-supervised learning: receives both labeled and unlabeled 
* Reinforcement learning:

Definition 
Machine learning can be broadly defined as computational methods using experiences to improve 

the performance or to make the accurate prediction.

* past information available to learner, which typically takes the 
form of electronic data

(고전) 계산학습이론: 정의 및 용어



* Examples: Items or instances of data used for learning. 
* Features: The set of attributes, associated to an example. 
* Labels: Values or categories assigned to examples. 

* Input class    : the set of all possible examples or instances. 
* Target class    : the set of all possible labels or target values. 
* A concept: "                   " is a mapping from     to    . A concept class C is a set of 

concepts we wish to learn. 
* Hypothesis set H:, the set of possible concepts, which may not coincide with C.

X

c : X �� Y
Y

X Y

Description of the learning problem:  
Given a fixed set H, a learner receives a sample S=(x1, x2, ... , xm) and labels (c(x1), 
c(x2), ..., c(xm)) drawn from a fixed but unknown distribution D. Here, c is a specific 
target concept in C to learn. The task is to use the labeled sample S to select the best 
hypothesis hs ∈ H that has a small generalization error.

(고전) 계산학습이론: 정의 및 용어



Classical Exact Learning.  
For a concept class C, a learner A is given access to a membership oracle MQ(c) for the 
target concept c ∈ C that A is trying to learn. Given an input x ∈ {0,1}n, MQ(c) returns 
the label c(x). Here, a learning algorithm A is an exact learner for C if: 

    - For every c ∈  C, given access to MQ(c) oracle, A outputs hypothesis h such that 
h(x)=c(x) for all x, with probability at least 2/3. 

 The query complexity of A is the maximum number of invocations of the MQ(c), over 
all concepts c ∈  C and internal randomness of the learner. The query complexity of 
exactly learning C is the minimum query complexity over all exact learners for C. 

Each concept c:{0,1}n → {0,1} specified by its N-bit Truth-table (N=2n), we define 
(N,M)-query complexity of exact learning as the maximum query complexity of exactly 
learning C, maximized over all C ⊆ {0,1}N such that |C|=M.

Quantum Exact Learning.  
In the quantum setting, instead of having access to an MQ(c) oracle, a quantum exact 
learner is given access to a Quantum-MQ(c) oracle, which maps: 
for x ∈  {0,1}n, b ∈  {0,1}. For a given C, the quantum query complexity of exactly 
learning C can be defined as the quantum analogues to the classical complexity measures.

|x, bi ! |x, b� c(x)i

고전 및 양자 계산학습이론: 질의 복잡도



Classical Probably Approximately Correct (PAC) Learning  
For a concept class C, a learner A is given access to a random example oracle PEX(c,D), 
where c ∈  C is a target concept that A is trying to learn and D:{0,1}n → [0,1] is an 
unknown probability distribution. When invoked PEX(c,D) returns a labeled example (x, 
c(x)) where x is drawn from D. Here, a learning algorithm A is a (",#)-PAC learner for C if: 

    - For every c ∈  C and distribution D, given access to PEX(c) oracle, A outputs 
hypothesis h, with probability at least 1-#, such that Prx~D[h(x)≠c(x)] ≤ " for all x. 

The sample complexity of A is the maximum number of invocations of the PEX(c,D) oracle 
which the learner makes, over all concepts c ∈  C, distribution D, and the internal 
randomness of the learner. The (",#)-PAC sample complexity of a concept class C is the 
minimum sample complexity over all (",#)-PAC learners for C. 

Quantum Probably Approximately Correct (PAC) Learning  
The quantum PAC learner has access to a quantum example oracle QPEX(c, D) that 
produces a quantum example,  X

x2{0,1}n

p
D(x) |x, c(x)i

고전 및 양자 계산학습이론: PAC 학습모델 및 샘플 복잡도



양자 질의/샘플 복잡도 결과

- 양자학습주체(혹은 양자알고리즘)은 다항함수적(polynomial) 속도향상만 가능.!
- 확률적(probably-approximately-correct) 학습모델의 경우, 양자학습주체(알고리즘)의 학습
은 고전학습주체(알고리즘)와 같은 수준이거나 대략 몇배 정도의 속도향상만 가능함."

- 특정 목적 혹은 비-물리적(?) 조건 하에, 지수함수적(exponential) 속도향상이 가능한 경우가 있음.#

고전 및 양자 계산학습이론 연구결과
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G. Hinton (2006)
Deep Belief Network (DBN)

↑

양자머신러닝 연구의 본격화

양자계산학습이론

양자학습속도향상



양자속도향상 가능성 증명

Speed-Ups Kernel

J. Bang et al. (2014) N ➝ Sqrt(N) Deutsch-Jozsa’s 
& 양자데이터 검색

H. Briegel et al. (2016) N ➝ Sqrt(N) 양자데이터 검색

C. Lloyd et al. (2014) N ➝ Log(N) HHL

▶︎ 양자머신러닝 용어/연구 방법론 등의 확립 및 양자정보과학 영역 진입



양자 서포트-벡터-머신

• 데이터의 가공/분류 기작


• 핵심계산 및 최적화 과정에의 유용한 양자 알고리즘/계산모듈 이식


• 양자정보/컴퓨팅 과학이 추구하는 양자속도향상 맥락의 이론분석



양자중첩 데이터-인코딩 & 양자머신러닝 속도향상

• 예제 : 개/고양이 분류

고전머신러닝 양자머신러닝



(고전) 서포트-벡터-머신
• A method to find an optimal hyper-plain to classify the given data

x+

x�

Decision Rule:

w · x� + b  �1

(y = +1 for x+)
(y = −1 for x−)

w · x+ + b � +1

 ➡ yk (w · xk + b)� 1 � 0

2

|w|
Margin:

Optimization Problem:

yk (w . . .xk + b)� 1 = 0For the constraints :

or

L =
1

2
|w|2 �

X

k

�kyk (w · xk + b)� 1

max(|w|�1) min(|w|)

 ➡ @L = 0Solving Eq.

| i
| i



• Nonlinear SVM

Example:

• Linear SVM

L =
1

2
|w|2 �

X

k

�kyk (w · xk + b)� 1

=
X

k

�k � 1

2

X

j,k

�jKjk�k

X

k

�k = 0 yk�k � 0  for                      and

Kjk = k(xj ,xk) = xj · xkKernel matrix:

Kernel Method: x ! �(x)

K 0
jk = k(�(xj),�(xk)) = �(xj) · �(xk)

+⌘k⇠k

when there is no solution hyper-plane

(고전) 서포트-벡터-머신



• Quantum Support Vector Machine (QSVM)

- Quantize the training data and labels :

x 2 X ! |xi 2 H y 2 {|+1i , |�1i} and

n
(x, y) : x 2 Rn, y = ±1

o
- The problem:

n
(|xi, |yi) : |xi 2 H

n, |yi = |±1i
o

 ➡

- Adopting the HHL algorithm for solving linear equation

Classical: O(s! N log(1/"))  ≫  Quantum: O(s2!2 log(N)/")
• Nonlinear QSVM

 ➡k(xj ,xk) = �(xj) · �(xk)

- ex) Polynomial kernel:

h�(xj)|�(xk)i = hxj |xkid

|�(xj)i = |xji ⌦ · · ·⌦ |xjiwhere

[Phys. Rev. Lett. 113,130503 (2014)]

양자 서포트-벡터-머신



Problem Scaling QML applications

HHL for linear 
system

Classical: O(s! N log(1/")) 
Quantum: O(s2!2 log(N)/")

Quantum SVM* 

Quantum Regression 

Kernel Least Squares

SVE
Classical: O(k2 N log(1/#)/") 

Quantum: O(log(N)/"3)

Recommendation System 

Quantum Linear Regression 

Principal Component Analysis

[Phys. Rev. Lett. 113,130503 (2014)]

[arXiv:1512.03929 (2015)]

[Phys. Rev. A 94, 022342 (2016)]

[arXiv:1603.08675 (2016)]

[Phys. Rev. A 94, 022342 (2016)]

[Nature Physics 10, 631 (2014)]

“HHL” (or “QSVE”) 기반 양자머신러닝 속도향상 연구



“HHL” 기반 양자머신러닝 속도향상은 가능한가?

• QRAM: 데이터의 (단기)저장 및 접근 등의 기능을 담당하는 양자소자

• QRAM의 정의/활용은 양자알고리즘 연구에 있어서 선택적 요소가 아닌 필수사항임

• QRAM 호출시 소요되는 양자리소스 등은 알고리즘 성능평가 및 양자이득 검증에 반드시 반영되어야 함

Random Access Memory (RAM)

… …

Address   #1    #2     #3    #4    #5

Classical Data

Register

Write/Read out

Quantum Random Access Memory (QRAM)

qRAM

|x1i , |x2i , |x3i , . . . , |xN i
…

… …

Address  |#1> |#2> |#3> |#4> |#5>

Quantum or classical 
Data

Quantum 
Register

Write/Read out
in superposition

|D2i |D4i |D5i

D2



양자 랜덤-엑세스-메모리: bucket-brigade scheme

Fast Quantum Random Access Memory (QRAM): An (imaginary) quantum gadget 
that is capable to fast encode/decode large data into quantum superposition. 
  - e.g., proposed a ‘bucket-brigade’ architecture, it can encode N d-dim. classical 
vectors into log(Nd) qubits in O(log(Nd)) time. 

Controversial Issues: 

• First issue is whether all the components require to be error-corrected. 

• The QRAM should have the data distributed in a relatively uniform manner. 

• As a last comment, the possibility of fast loading the data (particularly when the 
data-size is considerably large) is now controversial due to the communication 
speed limited by light-speed. This would requires very big memory structures.

[V. Giovannetti, S. Lloyd, and L. Maccone, Phys. Rev. A 78, 052310 (2008)]
[V. Giovannetti, S. Lloyd, and L. Maccone, Phys. Rev. Lett. 100, 160501 (2008)]

[S. Arunachalam et al, New J. Phys. 17, 123010 (2015)]



결함허용(Fault-tolerant) 관점에서의 QRAM: error robustness

• QRAM query implementation

  → circuit-model description

• Error rate per gate: O(e-n) is required!

  →  Computational resources: exponential, again!

Error correction: exponential resources, again!



양자머신러닝 속도향상 커널 및 QRAM
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G. Hinton (2006)
Deep Belief Network (DBN)

↑

양자계산학습이론

양자학습속도향상

양자머신러닝 연구의 문제

*다항함수적 속도향상
- 부정적

*지수함수적 속도향상
- 긍정적

QRAM
*양자데이터 생성/준비

- 부정적



양자머신러닝 연구의 문제
중첩데이터 생성문제: 
 - QRAM을 가정하는 양자컴퓨팅/머신러닝의 지수함수적 속도향상 증명은 불완전 

[E. Tang, Phys. Rev. Lett. 127, 060503 (2021)]

“From this work, we conclude that the exponential speedups of the quantum algorithms that we consider arise 
from strong input assumptions rather than from the “quantumness” of the algorithms since the speedups vanish 
when classical algorithms are given analogous assumptions.”

 - QRAM을 가정하는 양자컴퓨팅/머신러닝의 속도향상은 고전컴퓨터로 흉내(dequantizing)가 가능
[A. Bakshi, E. Tang, arXiv:2303.01492v2 (2023)]



THANK YOU



양자컴퓨팅 / 알고리즘 연구
양자BLAS (HHL) / 양자서포트벡터머신

NISQ와 양자머신러닝
변분법 양자알고리즘(VQA)과 양자인공신경망

Part I

Part II





● 최근 양자정보 연구동향/비전: 국소적, 작업-편중형(Task-Oriented) 
● 양자연산의 기능적 최적화 → 측정데이터/확률분포에의 양자효과 분석/활용 (e.g., 샘플링 문제)
● *NISQ 시대 도래: 
  - 오류를 허용하고(Noisy)
  - 중규모에서(Intermediate-Scale)에서 
  - 실현 가능한 형태의 양자(Quantum) 기술의 추구

Google’s Sycamore Processor

Noisy Intermediate-Scale Quantum (NISQ)



Google’s Sycamore Processor

Google’s quantum supremacy proof

The leading quantum supremacy proposals:

- Boson Sampling 

- Fourier Sampling 

- Instantaneous Quantum Polynomial-time (IQP) 

- Random Circuit Sampling (RCS)

Worst-case 
hardness

Average-case 
hardness

Anti-
Concentration

Experimentally 
Feasible 

Boson Sampling OK OK

Fourier Sampling OK OK

IQP OK OK

RCS OK OK

[Nature Physics 14, 595 (2018)]

OK

[Nature Physics 15, 159 (2019)] 

OK

Theoretical proof Hardware demonstration

[Nature 574, 505 (2019)]

Interplay between software and NISQ hardware     

Google 양자우월성 증명



Google 양자우월성 증명



Google 양자우월성 증명

Google’s Sycamore Processor





NISQ 시대의 양자머신러닝

Data Model Training & Generalization

Classical-data 
vs

Quantum-data

· Kernel Method
· Parametric Quantum Circuits = QNN

· Loss Function
· Control Parameter Space
· Quantum Training?

 (*Variational Quantum Algorithms)

+�NISQ



NISQ & 양자머신러닝: 양자 데이터 생성/활용

- 원칙적으로 모든 데이터는 큐비트 시스템에 효율적으로 인코딩 가능

- n 고전비트 → n 큐비트 (일반적으로 역은 성립하지 않음)

- 큐비트는(즉, 힐버트 공간은) 어떠한 물리적 과정에서 얻게되는 정보(양자정보 포함)도 인코딩 가능한 
궁극적 데이터 표현매체

xj ! | (xj)i
user-recognizable (or classical) data → quantum state

 Quantum Data Embedding

Û(xj) |00...0i = | (xj)ior

1. 얼마나 잘(즉, 효율적으로) 고전 데이터를 양자 상태에 인코딩할 수 있을것인가?
   - 임베딩 프로토콜의 출력(양자)상태간의 내적이 고전적으로 시뮬레이션하기 어려운 형태여야 함 ⇨ Kernel Method 양자이득

   - 임베딩 프로토콜의 출력(양자)상태가 힐버트 공간 내 구별 가능한 영역에 있어야 함 ⇨ Classification 양자이득

2. Quantum Dataset? (MNIST, dogs vs cats, Iris, etc)

[Phys. Rev. Lett. 122, 040504 (2019)] [arXiv:2001.03622 (2020)]



xj ! | (xj)i
user-recognizable (or classical) data → quantum state

 양자 데이터 임베딩

Û(xj) |00...0i = | (xj)ior

IET Quantum Communications 2, 141 (2021)

NISQ & 양자머신러닝: 양자 데이터 생성/활용



NISQ & 양자머신러닝: 양자모델

[Cerezo et al., Nature Review Physics (2021)]

 Variational Quantum Algorithms (VQAs)
     - 양자 + 고전 하이브리드 알고리즘 
     - 양자인공신경망 기본모형 

 Quantum Neural Network (QNN)
     - QML 모델의 가장 기본적이고 핵심적인 요소 ⇨ 매개변수화된 양자 회로(PQCs)

e.g.)
 서로다른 클래스의 양자상태들을 힐버트 공간의 구별 가능한 영역으로 매핑 ⇨ Classification (Supervised learning)
 MAXCUT 문제 매핑 ⇨  Clustering (Unsupervised learning)

[Phys. Rev. Lett. 122, 040504 (2019)] [arXiv:1712.05771 (2017)] 



NISQ & 양자머신러닝: 양자모델

Dissipative model of QNN
- 전통적인 피드포워드 네트워크를 일반화한 유니타리 연산
- 레이어 깊이 증가 → 큐비트 수 증가
  * 확산형(dissipative): 레이어 내의 큐비트들이 정보를 다음 레이어의 (새로운) 
    큐비트들로 전달된 후 버려진다는 것을 의미

Iterative model of QNN
- 표준적인 네트워크 모델
- 레이어 깊이 증가 → 큐비트 수 고정

QCNN
- 각 레이어에서 큐비트들이 측정되어 데이터의 차원을 줄임 
    ⇨ 관련 특성들의 보존
- 레이어 깊이 증가 → 큐비트 수 고정

[Cerezo et al., Nature Computational Science (2022)]

 Quantum Neural Network (QNN)

[Nat. Commun. 11, 808 (2020)]

[Nat. Phys. 15, 1273 (2019)]

[Quant. Inf. Proc. 13, 267 (2014)] [arXiv:1802.06002 (2018)]



NISQ & 양자머신러닝: 양자모델
 Kernel Method

Kernel:

Ex)

- QML 모델로서 기존 커널 방법의 양자버전이 제안됨

- 각 입력 데이터를 고차원 벡터 공간인 (재생 커널) 힐버트 공간으로 매핑 ⇨ 재생 커널 힐버트 공간에서 선형 함수를 학습

 Quantum Kernel Method

<https://pennylane.ai/qml/demos/tutorial_kernels_module>

※ 양자 컴퓨터를 사용하여 커널 함수를 계산



NISQ & 양자머신러닝: 양자모델

 Example: Projected Quantum Kernel Method [Nat. Comm. 12, 2631 (2021)]



결국 머신러닝(either classical or quantum)의 목표는 주어진 작업을 해결하는 모델을 훈련하는 것

⇨ 최적의 매개변수 집합 {θ} + 손실 함수 L(θ)의 최소화

NISQ & 양자머신러닝: 훈련 및 일반화
 Training (or optimization)

중요한 점: 양자 상태로부터 정보를 추출하는 것은 관측 가능의 기대값을 계산하는 것을 필요로 함
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양자컴퓨터

 Challenges: quantum landscape or Barren plateaus problem

- QML 모델의 매개변수를 훈련하는 것 ⇨ 손실 함수 L을 최소화하고 그로부터 (일반적으로 비볼록한)랜드스케이프를 탐색하는 것

손실함수기대값

(Local minima in quantum landscapes) 
  - Loss function 이 주는 local minimum 들 때문에 생김 ⇨ 가변 구조의 PQCs 으로 일부 개선

(Barren plateaus from ignorance or insufficient inductive bias)
  - PQCs (혹은 Ansatz) 의 구조 자체가 주는 탐색공간에의 편향성 때문에 생기는 문제

(Barren plateaus from global observables)
  - 탐색공간 전역의(즉, 모든 큐비트들의) 측정값들에 기반한 Loss function 을 가정하여 BP 발생

(Barren plateaus from entanglement)
  - 너무 많은 얽힘이 생성되는 QNN 역시 BP 초래



요 약
● “양자이론 + 정보이론 = 양자정보과학”
     → 보다 빠르고, 보다 안전하고, 보다 정확한 정보 가공/처리에의 기반이론

● 양자 컴퓨팅에의 지수함수적 양자속도향상 증명: 양자정보과학 연구 가속화
     → 범용 양자컴퓨터/양자머신 개발의 목표한계 인식

● “양자이론 + 머신러닝 = 양자머신러닝”
     → 양자정보/컴퓨팅 연구에의 새로운 모멘텀 부여 및 새로운 서브 연구분야 확립

● 머신러닝에의 양자속도향상 및 물리기작 증명: 원리규명 및 이론확립 단계
(최근) 중단기 구현 가능성에 대한 비전 제시

Q1. 머신러닝에의 *양자속도향상 가능성 및 물리기작의 규명
   e.g., HHL/QSVD, 양자샘플복잡도, 등

Q2. 고전학습모델 → 양자모델개발/구성 → 양자정보처리 등에의 응용
   e.g., 양자신경망이론, 양자강화학습모델, 등

+ (최근) Q3. 양자시뮬레이션 및 단기구현 가능성에 대한 비전 제시
                  e.g., 고전-양자 융합 접근, 가변회로를 이용한 양자인공신경망 모델 등
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